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Osnovni pojmi, metoda karakteristik

Osnovni pojmi:

Zveza s parcialno diferencialno enacbo prvega reda HIBE : reSevanje te enacbe po metodi karakteristik
navadne ( nelinearne ) PDE prvega reda :

Notacija:

X = (X, %, %,)0Q; QOO"; podreje statusnih variabel
PDE 1- redaF (Duy %)= 0;D... operator parcialnih odev;u (x) resitev PDI
Robni pogoj (Cauchy, Dirichlet, meSani)F =g na raiu
Ekvivalenten zapis PDEE =F (p,z,x); pO0";z00;x0Q

Metoda karakteristik:
PDE skuSamo pretvoriti v primeren sistem navadnih diferencialnih ebacb (ODE). u naj reSi PDE v neki fiksni tocki

X. Krivulja iz te toCke naj bo parametrizirana z x(s). Na vsakem mestu: ustreza funkciji F v poziciji in odvodih. Na
robu podrocja je vrednost funkcije znana zaradi robnega pogoja. Tako dobimo karakteristicne enacbe (v vektorski
notaciji):

p=-D,F(p,zx)-D,F(p,z,x).p

z=D,F(p.zX)

x=D_F(p,zXx)

www.dsi2012.si
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Primer metode karakteristik, HIBE

Primer metode karakteristik: enostavna numerika

XU, —xu, =ulU;U ={x,>0;x,> 0 ;I ={x,> 0;x,= 000U}

= karakteristika ODEX, =—X, X,=X, 2=2 ;

= reSitev ODE:x, (s) = x, cofs) xz(s) =X, Si8) Ng=2zg£ =g(x,)¢€°

— konena resitevu(x, Xx,) = 9( XX X{O arctéﬁ%&))

Lokalna reSitev, lokalni eksisten  €ni teorem, HIBE ena ¢ba:
G(Du,u,,u,x,t)=u,+H (Du,x)= 0

. HJBE (iz mehanike ) v najenostavnejsi obliki:
p=-D,H (p.x) U +H (Du) =0

kompleten integral (obsojata Se singalan splosni |
u(x,t,a,b)=ax-tH (a)+b

www.dsi2012.si
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Zveza med HIBE in optimalnim upravljanjem 1

113 (s v =i fLex(0.at0)asa(x(7)

inf J(s y,a)=inf

s zaxetek integracije  kontrolni vekto  integrakmiterij q terminalnikriterij
T fiksni koncni ¢cas J  kriterij (value function)

x(t) = f(t.x(t),a(t)); tO[ sT]
X(s)=y
Eksplicitna oznéitev optimalnosti z[1 ':iz principa DP sledi ..

s+0s

u(sy)=u(s+dsx, (s+09))+ [ L(txL,(t).aL, (1)) dt=

s+0s

= iﬂ\{u(s+ 38 %o (S+ 55)) + | L(t,x(s,y) (t). a1, (t)) dt}

www.dsi2012.si
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Zveza med HJIBE In optimalnim upravljanjem 2
Razvoj (Taylor) levi sumand zadnje ¢be
u(s+ 38, Xo ) (S+ Js)) =u(s,y)+0u(s,y) Eﬂx(s,y) - y) L Eass y) os=
=u(s,y)+0Ou(s,y) (s,y,a(ms,y) (s)) + o S; y) d(s)
srednja vrednost drugega sumanda:
STS L(t, x(DS'y) (t) ,a'(DS,y) (t)) dt =L (s, y,a'(DS,y) (s)) 0s
Zs;adnji dveenabi vstavimo v osnovno efibo: rezultat
u(s,y)= Lré}:{u(s, y)+D0u(s,y) ¥ (s, y,a(s))ds+@5s+ L(s,y,a(s))}
termau(s y) na desni se krajsata, ostane:
0= augz ), Lrg}:{Du(s y).f(s,y.a(s)) ds+L(sy.a(s)) Js} = 0s 1)
0= —W + %E{ -Du(s,y) O (s.y a(s)) - L(s.y a(s))}
6

www.dsi2012.si



“Ustvarimo nove resitve!”

Kongresni center Grand hotel Bernardin | Portoroi | Slovenija | 16. - 18, april 2012

: -
= dnevi &
d s slovenske
informatike

— e e T T ——

S —————

p— - —_—

Primer HJBE
u(x,t):minUT(a(s))zds+(x(T))2} st. x(s)=x(s)+a(s)

-u, = mina{cr2 +ux[x+a]} - ;—a{az+ux[x+a]} =0=

a=-ul/2,=
-p, =xp, — pX*/4; sugestija iz oblike terminala(T)=x*(T) u(t x}=At £)
= u(x,t)=A(t)x* =
A(t)+2A(t)-(A(t)) =0; Bernoulli ODE, analitina regev:
2 2

Alt) = t

(1) 1+exp( 2(t—T)) = uxy) T ex;é -T )
Z znanimu(x 1;) je réun karakteristik trivigen, z«etne pogoje atitamo na krivulji
(X, =1.6522;p, = 6.5016,= 6.38)
Enabe karakteristik:

aH X_E' p:—a_H:—p' Z:—Ep2
"~ ap 2 ) ’ 4
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Grafi €na resSitev primera z vrisano karakteristiko:

HJIBE ufx ) statusnem prostory
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Karakteristika=za c€etni; Optimalna kontrola=robni problem

proces:

x=f(xat); kiterij J=¢(xt) Jr +[L(x q t)dt

0

J=¢ +_[[L+ p(f -x)|dt vpeliavaH =L+ pL[F ; integracija per par
J=¢-p(T)x(T)+p(0)x(0)+[[H + px] c

variacijski r&un :

variacija a, t, T fiksna

5\]:{(%—? - pj 5XLT + [ P DSx]tzo + J‘K%—j + pj OX + Z—E 501 dt

choice: p=-

t

oH _ oL of G
=-—--p_-: BC p(T)=a—fTI

0X

53, = J‘B—E(x,a, p,t)} gar (1) ct

ty

da(t)=a™

www.dsi2012.si
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hkrati smo dobili napoteka gradientni postopek

OH' 'mai
:—ra—a(t); tO] t,,t, ];7>0;7 'majhen
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Optimalna kontrola= vzorec Eulerjeve transkripcije
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objektna funkcija

J=0(x(T) T)+2(T); z=g(x(t) a(t) 1)

ekvidistantna delitevasovnega interval t,=t,<...<t, =T; h=T /(n-1)
aproksimacija objektne funkcije:

X(ts) ~ (1) = f (X(ti)ra(ti)’ti)

h
na isti n&in aproksimacija funkcije

diskretizacija objektne funkcije:

3= (x(t,)) +:z:g(x(tk) a(t) 1),
robni pogo;ji:

W(x,t,X,.t,)=0
sledi uporaba std&tnega nelinearnega programa
problem nataénost -> naslednja stopnja Runge-Kutta integracija

10
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Spektralne metode-1
Legendre pseudospektralna metoda (LGL)

i -1 t; +1,

LGL - tocke 70[-1+J =t = T+

objektna funkcija:

J:CD(X(]) ,tf)+tf _to +1

Ig(x(r) u(r) ,r)dr

-1

2 dx
proces: Ctdr f(x(r) a(r) 1)
robni pogoji: CD(x(— ) t, x( ).t,f): 0
stanjain kontrole: aproksimacija z Lagrangeaamolacijskimi polinom
<(1)=X()=2x()L 0 alt)=A0)=2a L (1)
odvod stanja = t&en odvod interpolacijskega polinoma:
dx dX . dL

()= (1) =X x(t) Dy D=2 ()

dt dt = dt 11
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Spektralne metode-2

aproksimacija dinaminih ena&b na kolokacijskih tékah:

: Zn:DkiXi = f (X, Act), k=1...n

tf _to i=1

aproksimacija robnih pogojev:

o Xito X0t ) =0

aproksimacija objektne funkcije:
t —1,

N
5 kZ:g(Xk’Uk’tk)EWk
-1

w, ... LGL integracijske ( utezne ) funkcije

J=0(X,t)+

sledi uporaba stacionarnega optimizaega algoritma
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Program GPOPS : zgradba

program lahko zastavljen v&éazah ( primer: v&stopenjska raketa)
uporabnikove funkcije ( za vsako fazo )

1) objektna funkcija

2) desna stran procesnih diferencialnihéenia omejitev trajektorije
3) robni pogoji ( kot dogodki )

4) medfazne povezave

specifikacija zgornjih in spodnjih omejitev :

a) za z&etni in kortni ¢as faze

b) za stanja v naslednih trenutkintetek faze, med fazo, na koncu fe
c) za funkcije upravljanja

d) za statine parametre

e) za omejitev trajektorije

f) za robne pogoje

g) za trajanje faze

h) za pogoje prehajanja med fazami
13
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Program GPOPS : reSitve: dvojni manipulator 1

splosna endba dinamike robota:

n 10M oV
M.. J K el V4
Z i (9 ﬁ“,;[ I - 203 wj 029(‘9) 4

|...iIndeksclena robota (bazie= 1)
M, ...inercialna matrik&lena

J... generalizirane koordinate

V...potencialnaenergija
¥ ...momenti ali sile, ki delujejo na robotsiken

Coriolisova matrika

14
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Program GPOPS : linijsko gibanje masneto cke

horzontalno gibanje pod vplivom sile
25 T T T T T

0 Z 4 ) 3] 10 12

15
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Program GPOPS : resSitve ‘gpops’ : dvojni manipulato r2

koti dvojnega manipulatorja
100 T T

kotne hitrosti dvojnega manipulatarja
ot 40 T T T T
kot2

omegal
omegaZ H

30F

20
50+

kot clenov [st]
==

=20

220H

Lank

-50
0

R 1 1 1 L 1 I
cas [seK] 0 4 2 3 _ 4 g B 7
kotna hitrost [stiselk]

momenti dvojnega manipulatora

T
moment]
maoment2

moment matorjey [Nm]

1 16
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Zaklju cek

Resitve nelinearnih PDE z metodo karakteristik.d'sfgflosno PDE zapiSemo kot HIBE &ma
(poenostavljene karakteri&tie endbe). Prehod na optimalno upravljanje z gradientmiastopki.
Veliko Stevilo algoritmov optimalne kontrole ( mazrgprtozatnih). Direktni in indirektni pstopki
temeljijo na izpopolnjenih metodah transkripcij@lkP problem. Eulerjeva shema transkripcije,
Runge Kutta metoda transkripcije, pseudo spektnadewmde transkripcije: razred direktne kolakac
pri kateri problem OCP prepiSemo v NLP tako, deapeetriziramo statusne in kivalne variable z
uporabo globalnih ali lokalnin baz (Lagrangeoviipoimi) . Globalna in lokalna aproksimacija po
Gauss Lobatto Radau tockah. Uporaba kolokacijslatothpri diferencialno- algeb«anih

ena&bah, uporaba vozlkisiih vrednosti : Gausova kvadratura. Aproksimaeijglobalnimi polinomi
obenem s kolokacijo omoga eksponencialno konvergenco pri 'gladkih’ probfemi

Navidez motéa majhna dimenzija statusnega prostora.

|IzkuSnje s programom GPOPS: uporaba pri tristgk@mmanipulatorjih, kar

(geometrija, teze) nekako ustreza normalnemu rab6tgtopnjami prostosti.

17
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Hvala za vaso pozornost !

Vprasanja?
Pripombe?

Predlogi?

18
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